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Übungsblatt 5

Aufgabe 1 (5 Punkte)
Sei (Ω,A) ein Maßraum und f : Ω → R eine Funktion. Zeigen Sie, dass die
folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) f ist A-messbar.

(ii) ∀α ∈ R: {f > α} ∈ A.

(iii) ∀α ∈ R: {f > α} ∈ A.

(iv) ∀α ∈ R: {f 6 α} ∈ A.

(v) ∀α ∈ R: {f < α} ∈ A.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei (Ω,A) ein Maßraum und (µn)n∈R eine Folge von Maßen auf A sowie (an)nN ⊂
[0,∞].

(a) Zeigen Sie, dass

µ =
∞∑
n=1

anµn

ein Maß auf A ist.

(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Definition vom Integral, dass∫
Ω

fdµ =
∞∑
n=1

an

∫
Ω

fdµn

für alle f : Ω→ [0,∞] messbar ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) Sei (Ω,A) ein messbarer Raum und δω das Dirac-Maß. Zeigen Sie, dass∫
Ω

fdδω = f(ω)

für alle messbaren Funktionen f auf Ω.
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(b) Es seien n ∈ N und p ∈ [0, 1]. Wir betrachten Ω = N ∪ {0} und definieren
auf P(Ω) das Maß

µ =
n∑

m=0

(
n

m

)
pm(1− p)n−mδm

Es sei f : Ω → R gegeben durch f(k) = k. Berechnen Sie den Wert des
Integrals ∫

Ω

fdµ.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es sei [0, 1] versehen mit der Borel-σ-Algebra B([0, 1]) := {A ∈ B(R) : A ⊂ [0, 1]}
und dem Lebesguemaß m. Wir betrachten die messbare Funktion f : [0, 1]→ R,
gegeben durch f(x) = 1− x.

(a) Finden Sie eine Folge einfacher messbarer Funktionen fn : [0, 1] → R, so
dass
• 0 6 fn 6 fn+1 für alle n ∈ N.
• limn→∞ fn(x) = f(x) für alle x ∈ [0, 1].

(b) Berechnen Sie den Wert von ∫
[0,1]

fdm

mit Hilfe von Aufgabenteil (a).
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